Farbungsmethoden

In der Mathematik werden Probleme oft dadurch gelost, dass man eine zusétzliche
Struktur einfiihrt. Diese Struktur hat in der Regel nur eine Hilfsfunktion, sie kommt
weder in der Voraussetzung noch in der Behauptung vor, sondern dient nur fiir
den Beweis. In vielen Fillen kann man eine solche Struktur durch eine Firbung
realisieren. Durch eine geschickte Farbung wird dabei ein Problem gelost, das gar
nichts mit Farben zu tun hat. Mit dieser Methode kann man sowohl Existenz- wie
auch Nichtexistenzsitze beweisen.

2.1 Uberdeckung des Schachbretts mit Dominosteinen

Wir stellen uns ein ganz normales Schachbrett vor, auf dem wir allerdings nicht
Schach spielen werden. Wir betrachten vielmehr nur das Brett (Abb. 2.1).

Neben dem Schachbrett haben wir noch eine Menge von 2 x 1-Dominosteinen,
von denen jeder genau zwei benachbarte Felder des Schachbretts iiberdecken kann.
Auch bei den Dominosteinen kommt es uns nicht darauf an, was darauf steht, son-
dern nur auf die Form.

Wir stellen drei scheinbar ganz dhnliche, in Wirklichkeit aber vollig verschiede-
ne Fragen, von denen die letzte den eigentlichen Pfiff enthilt.

211 Einfache Frage

Kann man die Felder des Schachbretts liickenlos mit Dominosteinen so iiber-
decken, dass sich keine zwei Dominosteine tiberlappen?

A. Beutelspacher und M.-A. Zschiegner, Diskrete Mathematik fiir Einsteiger, 13
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Abb. 2.1 Ein Schachbrett

Abb. 2.2 Eine mégliche
Uberdeckung des Schach-
bretts
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Abb. 2.3 Das verstiimmel-
te Schachbrett

Natiirlich, es gibt Tausende von Moglichkeiten, das zu tun; die einfachste ist die
in Abb. 2.2 gezeigte.

2,1.2 Dumme Frage

Nun schneiden wir ein Feld des Schachbretts heraus, zum Beispiel ein Eckfeld
(siehe Abb. 2.3). Kann man auch dieses ,verstiimmelte Schachbrett liicken-
los und tiberschneidungsfrei so mit Dominosteinen tiberdecken, dass kein
Stein ,,iibersteht“?

Zur Antwort miissen wir uns tberlegen, wie viele Felder unser verstiimmeltes
Schachbrett hat. Das Originalschachbrett hat 8 x 8 = 64 Felder, also hat das verstiim-
melte genau 63 Felder. Wie viele Dominosteine brauchten wir zur Uberdeckung?
Da 31 Steine nur 62 Felder tiberdecken, reichen 31 nicht; 32 Steine iiberdecken aber
bereits 64 Felder, also sind 32 Steine zuviel.

Also ist die Antwort ,,nein“: Es gibt keine Uberdeckung des verstiimmelten
Schachbretts. Blod!
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Abb. 2.4 Das doppelt
verstiimmelte Schachbrett

2.1.3 Interessante Frage

Jetzt schneiden wir zwei Felder aus dem Schachbrett aus, und zwar gegen-
iiberliegende Eckfelder (siehe Abb. 2.4). Kann man dieses ,,doppelt verstiim-
melte“ Schachbrett liickenlos und iiberschneidungsfrei mit Dominosteinen
tiberdecken?

Auf den ersten Blick scheint nichts dagegen zu sprechen. Wir haben 62 Felder,
und diese miissten mit 31 Steinen tiberdeckt werden.

Wohl jeder wird so anfangen, dass in die unterste Reihe drei Steine gelegt und
einer senkrecht gestellt wird. Aber das geht nicht gut; ein Versuch ist in Abb. 2.5
dargestellt.

Man kann zwar noch problemlos drei Steine unterbringen, aber man miisste vier
Steine schaffen!

Auch andere Versuche schlagen fehl. Vielleicht geht es ja wirklich nicht? Aber
wie kénnen wir uns tiberzeugen, dass es nicht geht? Mathematisch gesprochen: Wie
kénnen wir beweisen, dass es keine Losung gibt? Wir miissten beweisen, dass keine
der moglichen tausend und abertausend Ansétze zum Ziel fithrt! Aber kein Mensch
wird alle diese Moglichkeiten auflisten und ausprobieren!
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Abb.2.5 Ein Uberde-
ckungsversuch

Wir miissen alle diese uniibersehbar vielen Fille auf einen Schlag erledigen! Aber
wie?

Hier ist die Idee: Bislang haben wir nur ganz wenige Eigenschaften des Schach-
bretts benutzt, eigentlich nur seine dufleren Abmessungen. Jeder weif3 aber, dass
ein Schachbrett auch geférbt ist, seine Felder sind abwechselnd schwarz und weif3
gefirbt. Die Idee ist, diese Firbung (Abb. 2.6) zu betrachten.

Wenn unsere Idee Erfolg haben soll, dann miissen wir zwei Dinge mit Hilfe
dieser Firbung untersuchen: Einerseits das Schachbrett und andererseits die Do-
minosteine.

Das Schachbrett: Wie viele schwarze und wie viele weifle Felder hat das Origi-
nalschachbrett? Von jeder Sorte gleich viele, also 32. Man kann sich das auf viele
Weisen klar machen, zum Beispiel dadurch, dass man bemerkt, dass in jeder Zeile
genau vier weifle und vier schwarze Felder sind.

Wie viele schwarze und wie viele weifle Felder hat das ,,doppelt verstimmelte®
Schachbrett? Dazu miissen wir einfach tiberlegen, welche Felder entfernt wurden.
Die entfernten Felder sind gegeniiberliegende Eckfelder, und diese haben immer die
gleiche Farbe. In unserem Beispiel haben wir zwei schwarze Felder entfernt. Deshalb
hat das ,,doppelt verstiimmelte® Schachbrett genau so viele weifle Felder wie das
Originalschachbrett, aber zwei schwarze Felder weniger. Im Klartext: Das ,,doppelt
verstimmelte“ Schachbrett hat genau 32 weifle und nur 30 schwarze Felder.
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Abb. 2.6 Die Firbung des
Schachbretts

Die Dominosteine: Jeder Dominostein auf dem Schachbrett tiberdeckt zwei be-
nachbarte Felder, also zwei Felder verschiedener Farbe, ein weifles und ein schwar-
zes. Das bedeutet: Unabhingig davon, wie viele Dominosteine auf dem Schachbrett
liegen, tiberdecken diese immer gleich viele weifle wie schwarze Felder! Ein Domi-
nostein iiberdeckt ein weifes und ein schwarzes Feld, dreifsig Dominosteine bede-
cken 30 weifle und 30 schwarze Felder. Keines mehr und keines weniger. Exakt.

Zusammen erhalten wir folgende tiberraschende Erkenntnis: Das ,,doppelt ver-
stiimmelte® Schachbrett kann mit Dominosteinen nicht liickenlos tiberdeckt werden!
Denn dazu miissten wir 32 weifle und 30 schwarze Felder tiberdecken. Jedes Ar-
rangement von Dominosteinen erfasst aber gleich viele weifle wie schwarze Felder.
Wenn wir 30 Dominosteine verwenden, haben wir alle schwarzen Felder besetzt
aber zwei weifle sind noch leer. Diese kénnen nie mit einem Dominostein tiber-
deckt werden.

2.2 Uberdeckung des Schachbretts mit groBeren Steinen

Anstelle des normalen Schachbretts betrachten wir nun ein ,Schachbrett“ beliebiger
GrofSe, es muss auch nicht quadratisch sein, sondern darf ein Rechteck beliebiger
GrofSe sein. Ein m x n-Schachbrett ist ein Schachbrett mit m Zeilen und n Spalten;
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es hat m - n Felder. In dieser Sprechweise ist das normale Schachbrett ein ,,8 x 8-
Schachbrett®.

Wir fragen uns, wann ein solches Schachbrett mit Dominosteinen tiberdeckt
werden kann, wobei wir uns jetzt nicht nur die normalen 2 x 1-Dominosteine, son-
dern allgemein a x 1-Dominosteine vorstellen. Diese bestehen aus einer Reihe von
a aneinandergefiigten Feldern.

Eine Aussage ist einfach einzusehen:

2.2.1 Satz

Wenn m oder n ein Vielfaches von a ist, dann kann man das m x n-Schach-
brett liickenlos mit a x 1-Dominosteinen tiberdecken.

Beweis Wenn die Anzahl m der Reihen ein Vielfaches von a ist, dann kann man
sogar jede Spalte mit a x 1-Dominosteinen ausfiillen. Indem man jede Spalte auf-
fullt, erhdlt man eine (ziemlich langweilige, aber immerhin!) Uberdeckung des
gesamten Schachbretts. ]

Die Frage ist, ob auch die Umkehrung gilt, ob also aus der Tatsache, dass ein
m x n-Schachbrett liickenlos durch a x 1-Dominosteine {iberdeckt werden kann,
schon folgt, dass m oder n ein Vielfaches von a ist. Das wiirde bedeuten, dass man
eine Uberdeckung nur dann hinbekommt, wenn es auch die langweilige Uberde-
ckung gibt.

Ein Fall ist einfach: Wenn a eine Primzahl ist, dann gilt die Umkehrung.
(Warum? Sei z die Anzahl der bendétigten Steine. Da das m x n-Schachbrett ge-
nau m-n Felder hat und jeder Stein genau a davon tiberdeckt, muss z-a=m-n
sein. Also teilt a das Produkt m - n. Da a eine Primzahl ist, muss a also einen der
Faktoren m oder n teilen. Daher ist m oder n ein Vielfaches von a.)

Der erste offene Fall ist daher a =4 und m =n = 6. Die Frage lautet: Kann man
ein 6 - 6-Schachbrett mit 4 x 1-Dominosteinen iiberdecken? Die Antwort kann man
durch systematisches Probieren erhalten. Man nimmt an, es geht. Dann muss einer
der Steine ein Eckfeld iiberdecken. Dann tiberlegt man sich sukzessive, wie die an-
deren Steine liegen miissen und sieht dann sehr schnell, dass es nicht geht. (Siehe
Ubungsaufgabe 1.)

Die Umkehrung gilt aber allgemein:
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Abb. 2.7 Eine Firbung mit 12 |3 a |1
a Farben
2 3 4 1 2
3 4 5 2 3
a 1 2 a-1| a
1 2 3 a 1
222 Satz

Wenn man das m x n-Schachbrett liickenlos mit a x 1-Dominosteinen iiber-
decken kann, dann ist eine der Zahlen m oder # ein Vielfaches von a.

Beweis Wir firben jetzt das Schachbrett nicht nur mit 2, sondern mit a Farben; wir
bezeichnen diese mathematisch niichtern mit 1, 2, 3, ..., a.

Wir firben das Schachbrett damit auf die einfachste Art und Weise: Wir begin-
nen links oben mit der Farbe 1 und machen dann nach rechts und nach unten in
der Reihenfolge der Farben weiter: 1,2, 3,...,a, 1,2, ... (siche Abb. 2.7).

Wir beobachten, dass jeder a x 1-Dominostein jeweils ein Feld jeder Farbe tiber-
deckt. Das bedeutet: Wenn das Schachbrett vollstindig mit a x 1-Dominosteinen
tiberdeckt werden kann, dann muss es von jeder Farbe gleich viele Felder geben.

Die Idee des Beweises besteht darin zu untersuchen, was in der rechten unteren
Ecke passiert.

Sei m = ha + b die Anzahl der Zeilen und n = ka + c die Anzahl der Spalten; dabei
sind b und ¢ Zahlen zwischen 0 und a—1. Wenn b=0 oder c¢=0 ist, gilt unsere
Behauptung. Deshalb nehmen wir b # 0 und ¢+ 0 an.

Zunichst stellen wir fest, dass in den ersten ka Spalten jede Farbe gleichhéufig
vorkommt (denn jede Farbe kommt in den ersten ka Zellen jeder Zeile genau k mal
vor). Nun betrachten wir die restlichen ¢ Spalten. In diesen kommt in den ersten ha
Zeilen jede Farbe gleichhéufig vor (sieche Abb. 2.8).

Es bleibt ein Rechteck in der rechten unteren Ecke zu untersuchen, das b Zeilen
und ¢ Spalten hat. Wir kénnen annehmen, dass ¢ > b ist (siche Abb. 2.9).
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n Spalten
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Abb. 2.8 Aufteilung des m x n-Schachbretts
Abb. 2.9 Das Rechteck | ) 3 .
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Behauptung: In diesem Rechteck kommt die Farbe ¢ haufiger vor als die Farbe a.

Da c<a ist, kommt in der ersten Zeile dieses Rechtecks die Farbe a nicht vor
und in jeder Zeile tritt jede Farbe hochstens einmal auf. Demgegeniiber kommt die
Farbe ¢ in jeder Zeile genau einmal vor. Insgesamt folgt, dass die Farbe ¢ haufiger
vorkommt als die Farbe a.

Also kommen nicht alle Farben gleich hiufig vor, und damit ist im Fall b # 0 und
¢ # 0 keine Uberdeckung méglich. ]
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223 Satz

Ein m x n-Schachbrett sei liickenlos durch eine Mischung aus 1x4- und
2 x 2-Steinen tiberdeckt. Nun entfernt man einen 1 x 4-Dominostein und
fugt einen 2 x 2-Stein hinzu. Behauptung: Mit diesem Set kann man das
Schachbrett nicht tiberdecken!

Warum geht das nicht? Wir fiarben das Schachbrett mit den Farben 1, 2, 3, 4
wie im vorigen Satz. Das heifit, wir beginnen links oben mit der 1 und fithren die
Farbung dann nach rechts und unten in zyklischer Reihenfolge 1,2, 3,4, 1,2, 3,4, ...
fort.

Jeder 1x 4-Dominostein iiberdeckt alle vier Farben, wihrend ein 2 x 2-Stein
zwei Felder der gleichen Farbe {iberdeckt und dafiir eine Farbe gar nicht enthilt.
Daher kann man keinen 1 x 4-Dominostein durch einen 2 x 2-Stein ersetzen. O

2.3 Monochromatische Rechtecke

Wir betrachten wieder ,,Schachbretter beliebiger Gréfie, und auch bei der Farbung
lassen wir jede mogliche Freiheit zu. Die einzige Forderung soll sein, dass jedes Feld
entweder schwarz oder weif gefarbt ist — sonst gibt es keine Regeln.

Wir untersuchen jetzt also Strukturen wie etwa die in Abb. 2.10 dargestellte.

Wir stellen uns folgende Frage: Kénnen wir ein Rechteck finden, dessen Eck-
felder alle mit der gleichen Farbe gefirbt sind? Ein solches Rechteck nennen wir
monochromatisch (,,einfarbig). Im ,,Schachbrett® aus Abb. 2.10 gibt es viele mo-
nochromatische Rechtecke; zwei davon sind in Abb. 2.11 zu sehen.

Wir stellen jetzt aber eine viel allgemeinere und prinzipiell viel schwierigere
Frage: Kann man in jedem, noch so wild gefarbten Schachbrett wenigstens ein mo-
nochromatisches Rechteck finden?

Abb.2.10 Ein ,Schach-
brett®
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Abb.2.11 Monochromati-
sche Rechtecke

Abb. 2.12 Keine mono-
chromatischen Rechtecke

Die Antwort darauf ist ,,nein, und das sieht man am Schachbrett aus Abb. 2.12.

In diesem Schachbrett wird kein Mensch ein monochromatisches Rechteck ent-
decken! Ist also die Antwort auf obige Frage ,nein“? Nein: Die Antwort ist fast
immer ,,ja“! Genauer gesagt gilt der folgende Satz:

23.1 Satz

Wenn das Schachbrett mindestens die Ausmafe 3 x 7 hat, dann gibt es immer
ein monochromatisches Rechteck.

Das bedeutet: Wenn das Brett geniigend grofd ist, so kann sich das verriickteste
Gehirn eine noch so verriickte Farbung ausdenken — wir Mathematiker kénnen
uns ruhig und gelassen zuriicklehnen in der Gewissheit: Wir wissen, dass es ein
monochromatisches Rechteck gibt.

Aber zuvor miissen wir uns davon iiberzeugen. Dazu stellen wir uns vor: Was
wire, wenn es kein monochromatisches Rechteck gabe? Dazu betrachten wir einen
Streifen der Hohe 3 des Feldes und studieren die Moglichkeiten fiir diese Spalten.

Theoretisch konnte es die acht verschiedenen Spalten aus Abb. 2.13 geben.

Nun untersuchen wir die moglichen Kombinationen dieser Spalten genauer.

1. Feststellung Keine Spalte kommt doppelt vor.
Denn wenn eine dieser Spalten zweimal auf dem Feld vorkommen wiirde, so
gibe es ein monochromatisches Rechteck. (In jeder Spalte kommen entweder zwei
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Abb. 2.13 Alle acht verschiedenen Spalten

weifle oder zwei schwarze Kistchen vor; diese bilden die Ecken eines monochro-
matischen Rechtecks.)

2. Feststellung Die ganz schwarze Spalte ist nicht vorhanden.

Denn wenn sie vorhanden wire, diirfte keine andere Spalte mit zwei schwar-
zen Feldern vorkommen - sonst hitten wir ein monochromatisches Rechteck; also
konnte es hochstens fiinf Spalten geben, es gibt aber mindestens sieben.

Genauso sieht man:

3. Feststellung Auch die makellos weife Spalte taucht nicht auf.

Zusammen ergibt sich: Das Schachbrett kann aus hochstens sechs Spalten beste-
hen, namlich aus denen, die mindestens ein weifles und mindestens ein schwarzes
Feld haben.

Das bedeutet umgekehrt: Wenn das Feld mindestens sieben Spalten hat, so gibt
es ein monochromatisches Rechteck. O

2.4 Eine Gewinnverhinderungsstrategie

Wir spielen folgendes Zweipersonenspiel auf kariertem Papier. Die Spieler spielen
abwechselnd, indem der eine ein Feld mit einem Kreuz, der andere mit einem Krin-
gel versieht. Wer zuerst eine vorgegebene Figur mit seinem Zeichen ausgefiillt hat,
hat gewonnen.

Wir betrachten hier als Zielfigur das 2 x 2-Quadrat. Es wird sich herausstellen,
dass es hier keine Gewinnstrategie gibt. Genauer gesagt gilt:

2.4.1 Satz

Der zweite Spieler hat eine Strategie, einen Sieg des ersten Spielers zu verhin-
dern!
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Abb.2.14 Dominosteine bedecken das Spielfeld

Wie geht das? Der zweite Spieler muss auf jeden Zug des ersten die richtige Ant-
wort haben! Wie soll diese aussehen?

Der Trick besteht darin, dass sich der erste Spieler das Spielfeld auf die in
Abb. 2.14 dargestellte Weise mit Dominosteinen ausgefiillt vorstellt.

Die Strategie des zweiten Spielers ist nun einfach die folgende: Wenn immer der
erste Spieler sein Kreuz in ein Kdstchen malt, so macht er seinen Kringel in das andere
Feld des Dominosteins, der durch das Kreuz ausgewdhlt wurde.

Das bedeutet, dass der erste Spieler niemals beide Felder eines Dominosteins
mit seinem Zeichen versehen kann. Daher kann der erste Spieler nie gewinnen:
Denn jedes 2 x 2-Quadrat enthilt bestimmt einen ganzen Dominostein — und dieser
Dominostein enthilt sicher keine zwei Kreuze! Also kann der erste Spieler nicht
gewinnen.

2.5 Das Museumsproblem

In Museen gibt es immer ein Problem, das Problem der Aufsicht. Jeder Winkel muss
stindig tiberwacht werden, deshalb braucht man viele Aufseher. Aber schon aus
Kostengriinden méchte man mit so wenig Aufsehern wie méglich auskommen.
Das Problem lautet also: Welche Zahl von Aufsehern braucht man, um ein be-
liebig geformtes Museum liickenlos iiberwachen zu kénnen?
Was ist ein Museum? Wir betrachten dazu folgendes mathematische Modell: Wir
stellen uns vor, dass das Museum nur eine Ebene ausfiillt und dass es nicht auf zwei
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Abb. 2.15 Ein Museum

oder mehr Gebéude verteilt ist (es ist ,zusammenhingend®). Ansonsten gibt es kei-
ne Einschrankung fiir die Architektur. Mit anderen Worten: Das Museum besteht
aus dem Innern eines beliebigen Vielecks, wie etwa in Abb. 2.15.

Auf den ersten Blick ist nicht klar, dass es tiberhaupt eine verniinftige Antwort
gibt. Wenn es eine gibt, erwarten wir, dass sie von der Anzahl n der Ecken abhéngt:
Je mehr Ecken und Kanten das Museum hat, desto mehr Aufseher benétigt man.
Die prizise Antwort ist die folgende.

2.5.1 Satz

Ein Museum, das ein n-Eck ist, kann stets mit n/3 Aufsehern iiberwacht
werden.

Beweis Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

1. Schritt: Wir triangulieren den Grundriss. Das bedeutet: Wir ziehen virtuelle
Winde ein, so dass jeder Raum die Form eines Dreiecks hat.

2. Schritt: Wir fiarben die Ecken jetzt so mit drei Farben, dass die Ecken jedes Drei-
ecks mit allen drei Farben gefirbt sind (sieche Abb. 2.16). Man kann zei-
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Abb.2.16 Triangulierung und Firbung

gen, dass das immer funktioniert (siehe Kap. 3, Ubungsaufgabe 7). Das
Beweismittel ist die so genannte ,vollstindige Induktion®, die im néchs-
ten Kapitel vorgestellt wird.

3. Schritt: Wir wiahlen eine Farbe aus und stellen an die Ecken dieser Farbe je einen
Aufseher. Diese Aufseher tiberblicken insgesamt das ganze Museum, da
sie je jeden (virtuellen) dreieckigen Raum tiberblicken.

Wenn wir die Farbe wihlen, die am seltensten vorkommt (also hochstens n/3
mal), erhalten wir eine Losung des Problems mit hochstens /3 Aufsehern. m]

2.6 Punktein der Ebene

Nun firben wir Punkte der Ebene. Nicht nur einige wenige, sondern viele, meistens
alle. Im ersten Satz firben wir nur die Gitterpunkte. Dies sind diejenigen Punkte
(%, y) im kartesischen Koordinatensystem, die ganzzahlige Koordinaten x, y haben.
Man kann sich die Gitterpunkte auch als die Schnittpunkte der Linien auf einem
(unendlich grofien) karierten Papier vorstellen.
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Abb. 2.17 Regelmifliges
Sechseck

2.6.1 Satz

Die Gitterpunkte der Ebene seien mit zwei Farben gefarbt. Dann gibt es ein
Rechteck, dessen Ecken alle die gleiche Farbe haben.

Beweis Wir betrachten einen Ausschnitt von 3 Reihen und 9 Spalten aus dem Gitter
und zeigen, dass es schon in diesem Ausschnitt ein Rechteck mit gleichfarbigen
Ecken gibt.

Jede Spalte dieses Ausschnitts hat drei Gitterpunkte. Drei Punkte konnen auf
genau 8 verschiedene Arten gefarbt werden (Wwww, wws, wsw, sww, ssw, sws, wss,
$SS).

Da es 9 Spalten gibt, gibt es mindestens zwei Spalten mit derselben Farbanord-
nung.

In jeder Farbanordnung gibt es aber zwei Punkte, die gleich gefarbt sind.

Man nehme diese Punkte in den beiden Spalten. Diese bilden ein Rechteck mit
gleichfarbigen Ecken. O

2.6.2 Satz

Die Punkte der Ebene seien mit zwei Farben gefarbt. Dann gibt es ein gleich-
seitiges Dreieck, dessen Ecken alle die gleiche Farbe haben.

Beweis Die Farben seien schwarz und weif8. Wir betrachten ein reguldres Sechseck
zusammen mit seinem Mittelpunkt. Dies ergibt die Figur aus Abb. 2.17 mit sechs
gleichseitigen Dreiecken.
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Der Mittelpunkt sei weif3 gefarbt. Wenn eines der sechs Dreiecke noch zwei wei-
e Ecken hat, ist die Behauptung gezeigt.

Also kénnen wir annehmen, dass jede weifle Ecke des Sechsecks nur schwarze
Nachbarecken hat. Wir unterscheiden nun drei Fille.

1. Fall: Es gibt drei aufeinander

2.Fall: Es gibt keine zwei benachbarten schwarzen Ecken. Dann wechseln sich
schwarze und weife Ecke ab. Dann bilden sowohl die weiffen als auch die
schwarzen Ecken ein gleichseitiges Dreieck.

3. Fall: Es gibt zwei, aber keine drei aufeinander folgende schwarze Ecken. Sei-
en die beiden unteren Ecken schwarz. Dann miissen die Ecken recht uns
links weif8 und die beiden oberen Ecken schwarz sein. Wir betrachten nun
einen weiteren Punkt, namlich den, der mit der weifSen Ecke links und der
schwarzen Ecke unten links ein gleichseitiges Dreieck bildet. Wenn die-
ser Punkt schwarz ist, bildet er mit den schwarzen Ecken rechts unten und
links oben ein schwarzes Dreieck. Also ist dieser neue Punkt weif3.

2.6.3 Satz

Die Punkte der Ebene seien mit drei Farben gefarbt. Dann gibt es zwei Punkte
vom Abstand 1, die die gleiche Farbe haben.

Beweis Die Farben seien rot, blau und gelb. Angenommen, je zwei Punkte vom
Abstand 1 haben verschiedene Farbe.

Wir gehen von einem roten Punkt R aus und betrachten ein gleichseitiges Drei-
eck ARBG der Seitenlange 1. Nach Annahme haben die Punkte R, B, G paarweise
verschiedene Farben. Sei B blau und G gelb.

Nun betrachten wir das gleichseitige Dreieck ABGR', das durch Spiegelung an
der Geraden BG entsteht (sieche Abb. 2.18).

Wieder nach Annahme muss R’ rot gefirbt sein. Sei d der Abstand von R und
R'.

Da diese Uberlegung fiir jedes gleichseitige Dreieck der Seitenlinge 1 gilt, das R
als Ecke hat, ergibt sich, dass der Kreis um R mit Radius d ausschlief3lich aus roten
Punkten besteht.

Da es auf diesem Kreis sicherlich zwei Punkte vom Abstand 1 gibt, ist der Satz
bewiesen. O
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Abb.2.18 ARBG und
ABGR’

2.7 Ubungsaufgaben

. Zeigen Sie durch elementare Uberlegungen, dass man ein 6 x 6-Schachbrett

nicht mit 4 x 1-Dominosteinen vollstindig und tiberschneidungsfrei tiberde-
cken kann.

. Zeigen Sie, dass man jedes m x n-Schachbrett, bei dem m und n gerade sind, mit

4 x 1-Dominosteinen und hdchstens einem 2 x 2-Stein iiberdecken kann.

. Ein Springer ist von einem Feld des Schachbretts aus gestartet, hat eine gewis-

se Anzahl von Ziigen gemacht und ist zu seinem Ausgangsfeld zurtickgekehrt.
Warum ist die Anzahl seiner Ziige eine gerade Zahl?

. Kann man durch eine Reihe von Ziigen mit einem Turm von einem Eckfeld des

Schachbretts in die gegeniiberliegende Ecke gelangen und dabei jedes Feld des
Schachbretts genau einmal beriithren?

. Machen Sie sich klar, dass die Figuren aus Abb. 2.19 (,Tetrisfiguren, auch ,,Te-

trominos“ genannt) alle zusammenhingenden ebenen Figuren sind, die man aus
vier gleich grofien Quadraten bilden kann.

. Bestimmen Sie alle zusammenhingenden ebenen Figuren (,,Pentominos®), die

man aus flinf gleich groflen Quadraten bilden kann. (Unterscheiden Sie, wenn
notig, zwischen einer Figur und ihrem Spiegelbild!)

Abb.2.19 Alle Tetrisfiguren
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7. Betrachten Sie folgendes Spiel fiir zwei Personen: Die Spieler einigen sich auf
eine Tetrisfigur, die verschieden vom 2 x 2-Quadrat ist. Sie machen abwechselnd
ihr Zeichen auf ein Feld eines karierten Papiers. Gewonnen hat, wer als erster
mit seinem Zeichen die verabredete Figur erhalten hat. Zeigen Sie: Es gibt eine
Strategie, mit der der erste Spieler 100 %-ig gewinnt.

8. Die Gitterpunkte seien mit drei Farben gefirbt. Gibt es ein Rechteck, dessen
Ecken gleichfarbige Gitterpunkte sind?

> Didaktische Anmerkungen In diesem Kapitel werden verschiede-
ne Uberraschende Aussagen mit einem Farbungstrick bewiesen. Dies
spricht begabte Schiilerinnen und Schiiler an, die an mathematischen
Rétseln interessiert sind. So kdnnte sich etwa eine Mathematik-AG in
der Mittelstufe mit den Fragestellungen dieses Kapitels auseinander-
setzen. Insbesondere die Problemlése- und Argumentationskompetenz
werden dadurch geschult.
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