Vorwort

“Mathematik ist die Kunst sich vor’'m Rechnen zu driicken”. In gewisser
Weise hat diese Schullehrerweisheit ein wenig Pate bei der Erstellung dieses
Buches gestanden. In Geometriekalkiile geht es darum, elementare geome-
trische Operationen wie Schnitt zweier Geraden, Verbindungsgerade zweier
Punkte, Kreis durch drei Punkte, etc. so elegant und einfach wie moglich
auszudriicken. “Ausdriicken” heifit hierbei in Formeln zu iibersetzen, die ent-
weder von Hand oder auf dem Computer ausgerechnet werden konnen. Hierzu
sind immer zwei Aspekte relevant, die sich gegenseitig bedingen. Einerseits
bendtigt man eine algebraische Darstellung grundlegender Objekte (Punk-
te, Gerade, Kreise, Kegelschnitte, etc.), andererseits Berechnungsformeln fiir
die verschiedenen Verkniipfungen. Beide Aspekte gehen Hand in Hand. Nur
die passende algebraische Repriisentation der Objekte ermdglicht es die Ope-
rationen einfach auszudriicken. Umgekehrt bedingen manchmal strukturelle
Aspekte einer geometrischen Operation, dass es sinnvoll ist, die Représenta-
tion der Objekte anzupassen.

Unser Buch hat sich zum Ziel gesetzt, wichtige algebraische Herangehens-
weisen im Umgang mit geometrischen Objekten zu erldutern. Letztlich sollen
Mittel bereit gestellt werden, mit denen man mit geometrischen Objekten
rechnen kann. Die einzelnen Rechenoperationen simulieren dabei geometri-
sche Operationen wie z.B. Schnitt, Verbindungsgerade, Kreis durch drei Punk-
te, etc.. Zielsetzung ist es, ein moglichst stimmiges und einheitliches System
zu schaffen, mit dem geometrische Objekte und Operationen in einheitlicher
und eleganter Weise dargestellt werden kénnen. In der Tat wird der Leser
im Verlauf des Buches nicht nur ein solches System kennen lernen, sondern
einige alternative und miteinander verbundenene Ansétze. Die wesentlichen
Stationen werden hierbei

homogene Koordinaten, Fernpunkte und projektive Geometrie,
Zusammenspiel von komplexen Zahlen und Euklidischer Geometrie,
Determinantenkalkiil, und

die Lie’sche Kreisgeometrie sein.
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Der Schwerpunkt des Buches liegt hierbei im Aufbau des Begriffssystems.
Es werden im Vergleich zu manch anderen mathematischen Texten verhalt-
nisméfBig wenig Sdtze aufgestellt und bewiesen. Dies liegt in der Natur der
Sache. Zielsetzung ist es gerade ein Begriffssystem aufzubauen, bei dem
moglichst viele Zusammenhénge sich direkt aus den Definitionen erschlie-
Ben. Beweise werden somit oftmals fast zu Trivialitdten, weil diese direkt aus
den Definitionen folgen.

Wichtiges Hilfsmittel auf dem Weg wird hierbei die Sprache der projek-
tiven Geometrie sein, die konsequent versucht unendlich ferne Objekte mit
in die Betrachtung einzubeziehen und somit die iibliche euklidische Betrach-
tungsweise von Sonderfillen befreit. Die algebraische Entsprechung findet
die projektive Geometrie in den homogenen Koordinaten, die ein ideales Be-
griffssystem im obigen Sinne darstellen. Die ersten Kapitel (1-5) werden sich
genau mit diesen Strukturen beschiiftigen. Auf den ersten Blick wird dieser
Zugang zur Geometrie einen groflen Nachteil haben. Metrische Eigenschaften
wie Winkel und Léngen erscheinen nur schwer in das System einbeziehbar.
Es stellt sich heraus, dass dieser Nachteil nur ein scheinbarer ist. Die konse-
quente Nutzung von komplexen Zahlen erlaubt quasi die projektive Behand-
lungsweise metrischer Strukturen. Dieser Zugang wird in den Kapiteln 6 und
7 verfolgt. Die Kapitel 8 und 9 bauen Zusammenhinge zur dufleren Algebra
auf, die es letztlich ermoglichen die dargestellten Herangehensweisen auch
auf hohere Dimensionen zu iibertragen. Insbesondere erméglich dies die ele-
gante Behandlung von Punkten, Geraden und Ebenen im dreidimensionalen
Raum. Weiterhin wird gezeigt, dass eine sinnvolle Darstellung von Geraden
im Raum durch sechsdimensionale Vektoren gegeben ist. Die Kapitel 10 bis
12 schliellich fithren den Gedanken der hochdimensionalen Einbettung geo-
metrischer Objekte konsequent weiter und fiithren fiir ebene Kreise fiinfdi-
mensionale Koordinaten ein (die Lie-Koordinaten), mit denen sich Schnitt-
und Beriihrrelationen ebener Figuren besonders elegant darstellen lassen. In
diesem Zusammenhang werden wir auch Bekanntschaft mit Quaternionen
machen, einer Struktur, durch die sich Drehungen im Raum besonders ele-
gant ausdriicken lassen.

Unsere Behandlung der Themen hat mehrere Leitmotive. Eines ist wie
bereits erwdhnt das Darstellen niederdimensionaler Objekte in héherdimen-
sionalen Rdumen. Durch die zusétzlichen Dimensionen kann man zusétzliche
Informationen zu den Objekten codieren. Dies ermoglicht es oftmals Situatio-
nen zu linearisieren, die auf den ersten Blick hohere algebraische Operationen
zu erfordern scheinen. Ein zweites Leitmotiv ist das Eliminieren von Son-
derfillen. Nicht selten scheinen geometrische Operationen nur fiir bestimmte
Eingabegrofien zuléssig (zwei Geraden haben nur dann einen Schnitt, wenn
sie nicht parallel sind). Oftmals ist es sinnvoller diese Sonderfiille hinzuneh-
men, als sich in einem Gewirr von Fallunterscheidungen zu verstricken. Diese
geschieht, indem man zusétzliche Elemente “hinzudefiniert”. Wenn es fiir
zwei Parallelen keinen Schnittpunkt gibt, dann definieren wir einfach seine
Existenz und nennen ihn einen Punkt im Unendlichen. Das Hinzunehmen
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solcher zusétzlicher Elemente hat nicht selten iiberraschende algebraische
Entsprechungen und offenbart die eigentliche Natur der Sache. Ganz ana-
log wird beim Hinzunehmen einer Zahl i mit der Eigenschaft i> = —1 wird
plotzlich die Welt der reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen hin erweitert
und fiir viele reelle Effekte der “wahre” Grund geliefert. Dies bringt uns zum
dritten Leitmotiv: Die Rolle der komplexen Zahlen in der Geometrie. Die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl kann in der komplexen Zahlenebene
als Drehstreckung aufgefasst werden. Wir werden sehen, dass dieser Zusam-
menhang der Schliissel dazu ist einige Fuklidische Verhéltnisse algebraisch
elegant auszudriicken. Ein Fakt, der im Neuzehnten Jahrhundert zu einiger
Uberraschung gefiihrt hat, aber auch heute noch nicht so bekannt ist wie er
es vielleicht sein sollte.

Alles in allem soll dieses Buch eine Art geometrischer/algebraischer Werk-
zeugkasten fiir den Umgang mit geometrischen Problemen darstellen. Insbe-
sondere, wenn man vor der Aufgabe steht gewisse geometrische Primitivope-
rationen in einem Computerprogramm zu implementieren, sollten sich hier
einige niitzliche Methoden finden lassen. Aber auch bei der rein mathema-
tischen Betrachtungsweise sollten sich unter Verwendung der vorgestellten
Mittel viele Dinge einfacher und schliissiger formulieren lassen.

Wir haben versucht die Voraussetzungen fiir das Verstédndnis des Tex-
tes so gering wie moglich zu halten. Der Text richtet sich an Studenten
der Mathematik, Informatik und Physik ab dem dritten Semester. Grund-
kenntnisse in Linearer Algebra (Vektorrdume, Matrizen, Kreuzprodukt, De-
terminanten, Eigenvektoren) und komplexen Zahlen (Definition, komplexe
Zahlenebene, Polardarstellung) sollten vorhanden sein. Mathematiker wer-
den im Text elementare Einfithrungen in Themenbereiche finden, die man
iiblicherweise erst sehr viel spéter (oder gar nicht) kennen lernt. Fiir In-
formatiker sollten sich viele Anregungen zum Implementieren geometrischer
Primitivoperationen finden. Physiker finden hier (wenn auch oftmals nicht
explizit hervorgehoben) Grundlagen vieler mathematischer Methoden, die in
der theoretischen Physik, der Relativitéitstheorie, bis hin zur Quanten- und
Elementarteilchenphysik eine entscheidende Rolle spielen.

Der Ursprung und die Motivation fiir diesen Text entstammt zweier ver-
schiedenen Quellen. Einerseits ist er begleitend zu einer Bachelor Vorlesung
“Geometriekalkiile” fiir Mathematikstudenten im dritten Semester an der
TU Miinchen entstanden, bei der Einer von uns (Jiirgen Richter-Gebert) die
Vorlesungen gehalten hat, und der Andere (Thorsten Orendt) fiir die Ubung
verantwortlich war. Sowohl der Text als auch die Ubungen sind also in ge-
wisser Weise praxiserprobt. Die Vorlesung war einsemestrig, zweistiindig und
beinhaltete grob den Stoffumfang der ersten neun Kapitel. Der Text bietet
aber auch geniigend Material eine durchaus umfangreichere Vorlesung damit
zu gestalten. Jedes Kapitel enthélt als letzten Abschnitt eine Exkursion. Die-
se hebt immer schlaglichtartig einen weiterfiihrenden/angewandten/éstheti-
schen Aspekt des gerade behandelten Stoffes hervor. Die Exkursionen kénnen
ohne das Verstdndnis der nachfolgenden Kapitel zu beeintriichtigen beim Le-
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sen ausgelassen werden. Es sei an dieser Stelle auch erwiahnt, dass parallel
zur Erstellung dieses Buches ein unfangreichereres englichsprachiges entsteht
(vgl. [Ri]), das viele der hier angeschnittenen Themen nochmals vertieft und
weiterfithrend aufgreift und weitere Hintergriinde und Querbeziige vermittelt.
Dem interessierten Leser wird dies als ergidnzende Literatur sehr empfohlen.
Die zweite Quelle ist die Erfahrung bei der Entwicklung des Geometriepro-
grammes Cinderella (www.cinderella.de), welches der zweite Autor (Jiirgen
Richter-Gebert) gemeinsam mit Ulrich Kortenkamp verfasst hat. Bei der Ent-
wicklung des Programmes haben wir uns bemiiht die benétigten geometri-
schen Operationen in moglichst eleganter Weise zu implementieren. Viele
(wenn auch lange nicht alle) der in Cinderella verwendeten Methoden finden
in diesem Buch eine Darstellung. Unter Verwendung von Cinderella entstand
auch eine Sammlung interaktiver Begleitmaterialen zu diesem Buch, die im
Rahmen des Portals Mathe-Vital (www.mathe-vital.de) zur Verfiigung ge-
stellt werden. Die Materialien illustrieren viele der hier vorgestellten Kon-
zepte und stellen eine niitzliche Ergdnzung zum Studium dieses Buches dar.
Fiir den Dozenten bieten sie auch eine Fiille von Demonstrationsmaterial.
Die Materialien sind direkt erreichbar unter www.geometriekalkuele.de.

Wir hoffen der Leser hat beim Durcharbeiten dieses Textes annahernd so viel
Freude wie wir beim Erstellen.

An dieser Stelle sei noch unser Dank an einige Personen gerichtet, ohne die
dieses Buch insbesondere in so kurzer Zeit nicht entstanden wére, oder sicher-
lich eine deutlich andere Form hétte. Ich, Jiirgen Richter-Gebert, danke ganz
herzlich meiner Frau Ingrid dafiir, dass sie mir in den letzen drei Monaten so
sehr den “Riicken frei gehalten hat”, so dass ich mich voll auf die Erstellung
des Textes und vieler Graphiken und Applets konzentrieren konnte. Ebenso
dafiir, dass sie immer ein offenes Ohr fiir die zahlreichen grofien und kleinen
Probleme im Zusammenhanghang mit diesem Projekt hatte. Meiner Tochter
Angie danke ich ganz herzlich fiir ihr Verstéindnis, dass ich in den letzen Wo-
chen ziemlich absorbiert und nur begrenzt ansprechbar war. Ich, Thorsten
Orendt, danke insbesondere meiner Freundin Judith fiir ihrer Unterstiitzung.

Des Weiteren gilt unser Dank den Mitarbeitern des Lehrstuhls Geometrie
und Visualisierung an der TU Miinchen, fiir zahlreiche Anregungen, kritische
Kommentare und Korrekturlesen des Manuskriptes in seinen verschiedenen
Stadien; insbesondere an Michael Schmid und Jutta Niebauer fiir ihren um-
fangreichen Korrekturlesearbeiten.

Ein besonderes Dankeschon geht an Martin Peters vom Springer Verlag,
der in seiner unvergleichlich unbiirokratischen und kooperativen Art und Wei-
se, eine schnelle Entstehung dieses Buchprojektes tiberhaupt erst ermoglicht
hat.

Thorsten Orendt
Jiirgen Richter-Gebert

Garching, Mai 2008
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